Géomeétrie dans 'espace
terminale

Sacha Darthenucq

Prérequis:
e Vocabulaire ensembliste et logique (term)

Remarque: Il est important de bien maitriser les chapitres de géométrie de 2nd et de 1ére.

Jusqu’a présent la géométrie de lycée était de la géométrie plane (dans le plan). Désormais nous
allons effectuer de la géométrie dans I'espace !

1 Plans de ’espace

1.1 Reégles élémentaires

Théoréme: Par deux points distincts de ’espace il passe une unique droite.
Théoréme: Par trois points distincts A, B, C' il passe un unique plan noté¢ (ABC).

Théoréme: Si deux point A et B appartiennent a un plan &2, alors la droite (AB) est incluse
dans le plan &, c’est a dire que I'ensemble des points de (AB) appartiennent a 2.
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Théoréme: Par tout point de I'espace il passe une unique droite paralléle & une droite donnée.

Théoréme: Dans chaque plan de I'espace les régles de géométrie plane s’appliquent.

1.2 Caractérisation vectorielle d’un plan

Définition: Nous appelons direction d’un plan ’ensemble des vecteurs contenus dans ce plan.

Propriété: Deux vecteurs non colinéaires « et v d'un plan &2 déterminent la direction du plan &2,
c’est a dire que tout vecteur de & se décompose en une combinaison linéaire de u et v.

Démo: Dans le plan les régles de géométrie plane s’appliquent.



Les vecteurs @ et ¥ étant non colinéaires, ils forment une base du plan &. Tout vecteur de & se
décompose donc selon # et .

De plus toute combinaison linéaire de @ et ¢ reste dans le plan.

Donc 4 et ¥ déterminent entiérement la direction de Z2.

Remarque: Nous appelons combinaison linéaire des vecteurs ug, ..., u,, tout vecteur de la forme
U= Mui + ...+ A\, avec A, ..., A\, des réels.

Remarque: Les vecteurs « et ¢ ne déterminent cependant pas tout le plan Z.

Contre-exemple: Les plans bleu et rouge ont la méme direction mais sont différents,
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Propriété: Soit A un point de 'espace, u et ¥ deux vecteurs non colinéaires de ’espace.

—
[’ensemble des point M tels que: "il existe x et y réels tels que AM = zxu + yv" forme un plan de
direction @ et ¥ qui passe par A noté (A, u, ¥).

Démo: Soit B et C' deux points tels que u = 1@ et ¥ = f@ Montrons que le plan définit
précédemment correspond au plan (ABC') passant par les trois points A, B et C.

e Soit M € (ABC), comme AB et AC deux vecteurs non colinéaires de (ABC), tout vecteur
de (ABC) se décompose en une combinaison linéaire de @ et 1@

Donc comme AM € (ABC), il existe x et y réels tels que AM = 2AB + yz@ = xu + yu.
M € (A, u,v), soit (ABC) C (A, d,7).

e Soit M € (A, ﬁ’i)i alors il existe z et y réels tels que AM — xU + yv = vAD + y@
Soit N tel que AN = x@ N € (AB) donc N € (ABC).
La lﬂgllél(iACL}assant par Nﬂtonsg(d), est donc incluse dans le plan (ABC).
Or AM = AN + NM = wAB + NM et AM = zAL + yAC.
Donec NM = y@, soit M € (d).
Donc M € (ABC), (A, u,v) C (ABC).
Donc (ABC) = (A, i, 7), (A, i, 7) est un plan.

Remarque: Les vecteurs « et v donnent la direction du plan et le point A permet de le fixer
quelque part dans I’espace.



1.3 Vecteurs coplanaires

Définition: Des vecteurs sont dits coplanaires ssi en prenant un point A quelconque les représen-
tants de ces vecteurs d’extrémité A sont tous contenus dans un méme plan.

Théoréme: Des vecteurs u, v et w sont coplanaires ssi il existe a, b, ¢ réels, dont au moins un non
nul, tels que aw + bv + cw = 0.

Démo: On suppose que les vecteurs sont non nuls car si au moins un vecteur est nul le résultat est
immeédiat.
Si u, U, w sont coplanaires, alors u, v, w appartiennent & un méme plan &:
e si U et U sont colinéaires, alors il existe k réel non nul tel que 4 = kv.
Donc 1 x @ —k x 7+ 0 x & = 0.

e si U et ¥ ne sont pas colinéaires, alors ces deux vecteurs engendrent tout vecteur du plan £2.
Or w vecteur de & donc il existe x et y réels tels que W = xu + yv.
Doncax xu+yxv—1xw=0.

—

Si il existe a, b, ¢ réels tels que au + bt + cw = 0 avec au moins un des réels non nul, disons sans
a b
—U — .

c c

Soit A un point quelconque du plan, notons B le point tel que u = ﬁ et C' le point tel que

U:@, donc W = —%E—gﬁ.

Alors tout plan contenant les points A, B et C' contient le point D tel que w = @
Bien stir de tels plans existent donc u, v, @ sont coplanaires.

perte de généralité que ¢ non nul, alors w = —

—

Conséquence: i, U et w ne sont pas coplanaires ssi at + bv' + ci = 0 implique a =0, b=0,c=0

2 Positions relatives des droites et des plans

2.1 Positions relatives de deux droites

Définition: Deux droites sont dites coplanaires s’il existe un plan contenant ces deux droites.

Définition: Deux droites coplanaires sont dites paralléles si elles sont paralléles dans le plan qui
les contient toute les deux (lére figure).

Définition: Deux droites coplanaires sont dites sécantes si elles sont sécantes dans le plan qui les
contient toute les deux (2¢éme figure).

Définition: Deux droites sont dites non-coplanaires s’il n’existe pas de plan contenant ces deux
droites (3éme figure).
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2.2 Positions relatives de deux plans

Définition: Deux plans sont dits paralléles s’ils ont la méme direction.

Conséquence: Si deux plans ne sont pas paralléles, alors ils se coupent selon une droite.




2.3 Positions relatives d’une droite et d’un plan

Définition: Une droite (d) et un plan & sont paralléles ssi (d) est incluse dans & ou (d) et &
n’ont pas de point commun.

Propriété: Soit (d) une droite de vecteur directeur 4 et & un plan de base (¥, ). (d) et & sont
paralléles ssi 0, ¢, w sont coplanaires.
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3 Bases et repéres dans ’espace

3.1 Bases

Définition: Nous appelons base de I'espace tout triplet de vecteur (;; /;) non coplanaires.
Proposition: Soit @ un vecteur de 'espace, (; 7, /;) une base, alors il existe un unique triplet (x,y, 2)

de réels tel que u = T + y] + zk. Ce triplet s’appelle les coordonnées du vecteur « dans la base
(&, 7, k).

—> - —
Démo: Existence: Soit O et M deux points de I'espace tels que OM = i, soit & le plan (O, 1, ).

k nest pas coplanaire avec i et f, donc la droite (d) de vecteur directeur k passant par M coupe
le plan &2 en un point N

N e PetOe P donc O]Vgt un vecteur de &, il existe donc x et Y réels tels que ON = zi+y].
N e (d) et M € (d), donc NM est un vecteur directeur de (d). Or k en est aussi un donc il existe
z réel tel que W/[ = zk

Donc 4 = OM ON + NM = zi+yj + zk. Nous avons montré Uexistence du triplet (x,y, z).
Unicité: Si il existe aussi (2/,y/, 2’) tels que @ = 2/ i+y']+ 2k, alors

0—1U= (x§+ yj + 2k) — (27 + yj'+ 2 E) (z—a')i+ (y — )] + (2 — 2)E.

Soit (x—x)er(y y)j+(z— 2k =0.

Or 1, j,kne sont pas coplanaires, donc x —2' =0ety—y =0et z—2' =0, s0it z =2', y =9 et
z = 72/, L’unicité du triplet est démontrée.

Propriété: Soit u(z,y, z) et v(a’,y/, 2") deux vecteurs de 1'espace, A un réel,
e U=U<= z=2,y=9y, z=7,

e i+ ¥ a pour coordonnées (x + ',y + v/, 2 + 2),

e \i a pour coordonnées (A\x, Ay, A\z).



3.2 Repéres

Définition: Un repére de I'espace correspond a une base de 'espace munie d’un point appelé
origine de l'espace. Il s’agit donc d’un quadruplet (O, 1,7, k) avec O un point de l’espace appelé
origine du repére et (; 7, k) une base de l'espace.

Définition: Soit M un point de 'espace, nous appelons coordonnées du point M dans le repére

(0, i 7, /;) les coordonnées du vecteur OM dans la base (Z 7, E)

Propriété: Soit A(x4,Ya, za) €t B(zp, ys, 2) deux points de l'espace, alors le vecteur /@ a pour
coordonnées (p — Ta, Yo — Yas 26 — Za)-

Démouﬁz@—l—@:(ﬁ—ﬁ.

Propriété: Soit A(xq,Ya, za) €t B(xp, yp, 25) deux points de l'espace, le point I milieu de [AB] a
To + Ty Yo+ Wb Za+Zb)
2 72 7 2 .

Démo:&zﬁ%—ﬂzﬁ—{—%/@zﬁ%—%(@—m):%O_}l%—%@.

pour coordonnées (

3.3 Equation paramétrique d’une droite

Proposition: Soit (d) une droite de vecteur directeur (a, b, c) passant par A(zo, Yo, 20)-
T =x9+ta
(r,y,2) € (d) <= il existe un réel ¢ tel que ¢ vy =1yo+tb

=

z=2zy+tc

—
Démo: Comme A € (d), M € (d) <= AM vecteur directeur de (d), soit il existe ¢t € R tel que

—
AM = tu. AM a pour coordonnées (x — xg,y — Yo, 2 — 2o) donc
T — xy9 =ta T =29+ ta
— .,
AM = tu <= y—1y=tb <= y=1yo+tb
z— 2y =tc z=2zy+tc

Définition: Le systéme définit précédemment s’appelle une représentation paramétrique de la
droite (d).

Remarque: Pour une droite (d) donnée il existe une infinité de représentation paramétriques (il
suffit de choisir des point A différents) qui sont toutes équivalentes entre elles.
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